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Введение

При изучении в банаховом пространстве E задачи Коши

u′′(t) + A1u
′(t) + A2u(t) = f(t), 0 ≤ t < ∞; u(0) = u0, u′(0) = u′

0

с операторными коэффициентами A1, A2 ∈ L(E) и правой частью f(t) ∈ C ( [0,∞) ;E) ,

где L(E) – банахова алгебра ограниченных линейных операторов, действующих из E в
E ; C ( [0,∞) ;E) – нормированное пространство непрерывных функций, действующих
из [0,∞) в E, приходится находить характеристические операторы соответствующего
однородного уравнения u′′(t) + A1u

′(t) + A2u(t) = 0, то есть корни Λ1, Λ2 характери-
стического операторного уравнения Λ2+A1Λ+A2 = O, где O – нулевой оператор. Вид
этих корней определяется видом операторного дискриминанта D = A2

1− 4A2. В случае
D = F 2, где F ∈ GL(E), GL(E) = {Q ∈ L(E)|∃Q−1 ∈ L(E)}, характеристические опе-
раторы имеют вид Λ1,2 = 2−1(−A1 ± F ) ; в случае D = 0 Λ1 = Λ2 = Λ0 = − 2−1A1

[1], то есть в обоих случаях Λ1,Λ2 ∈ L(E). Иначе обстоит дело в случае D = −F 2,

где F ∈ GL(E) : характеристические операторы определяются упорядоченными пара-
ми операторов из L(E) : Λ1 = (A ,B), Λ2 = (A , −B), где A = − 2−1A1, B = 2−1F [2].
В связи с этим целесообразно изложить основные понятия для таких пар операторов.
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1. Основные понятия

Комплексным оператором называется упорядоченная пара Z = (A,B), где A,B ∈
L(E). Рассмотрим множество комплексных операторов

CL(E) = {Z = (A,B)|A,B ∈ L(E)}.

Заметим, что CL(E) = [L(E)]2, где [L(E)]2 = L(E)×L(E) – декартов квадрат банаховой
алгебры L(E).

Согласно известному правилу введения линейных операций в декартовом (прямом)
произведении двух линейных пространств [3, с. 17], имеем: для любых Z1 = (A1, B1),

Z2 = (A2, B2) ∈ CL(E)

Z1 + Z2 = (A1 + A2, B1 +B2); (1)

для любого Z = (A,B) ∈ CL(E) и любого α ∈ R

αZ = (αA, αB). (2)

Множество CL(E), наделенное операциями (1), (2), является линейным простран-
ством. В этом пространстве Θ = (O,O) – нулевой элемент; −Z = (−A,−B) – проти-
воположный элемент для Z = (A,B).

Операция умножения в линейном пространстве CL(E) вводится следующим образом:
для любых Z1 = (A1, B1), Z2 = (A2, B2) ∈ CL(E)

Z1 Z2 = (A1A2 −B1B2, A1B2 +B1A2). (3)

Заметим, что эта операция не обладает свойством коммутативности, ибо операция
умножения в пространстве L(E) некоммутативна [4, c. 126].

Операция умножения, определенная формулой (3), обладает следующими свойства-
ми: для любых Z1, Z2, Z3 ∈ CL(E) и любого α ∈ R

1) (Z1 Z2)Z3 = Z1(Z2 Z3) (в силу этого свойства допустима запись Z1Z2Z3) ;
2) Z1 (Z2 + Z3) = Z1Z2 + Z1Z3 ; (Z2 + Z3)Z1 = Z2Z1 + Z3Z1 ;
3) α (Z1Z2) = (αZ1)Z2 = Z1(αZ2) ;
4) (I, O)Z = Z(I, O) = Z, ∀Z ∈ CL(E), где I – единичный оператор.
Следовательно, линейное пространство CL(E) является некоммутативной алгеброй

с единицей (I, O).

Используя известные выражения для норм в декартовом произведении двух норми-
рованных пространств [5, с. 103], норму в линейном пространстве CL(E) можно ввести
по любой из следующих формул: для любого Z = (A,B) ∈ CL(E)

∥Z ∥ = [ ∥A ∥p + ∥B ∥p]
1
p , 1 ≤ p < ∞; (4)

∥Z ∥ = max { ∥A ∥ , ∥B ∥ } , p = ∞, (5)

причем эти нормы эквивалентны. В целях определенности будем использовать в даль-
нейшем норму (4) при p = 1 :

∥Z ∥ = ∥A ∥+ ∥B ∥.
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Заметим, что ∥ (I, O) ∥ = 1. Кроме того, используя аксиомы нормы пространства
L(E) и неравенство ∥F1F2 ∥ ≤ ∥F1 ∥ ∥F2 ∥, ∀F1, F2 ∈ L(E), получаем для любых
Z1, Z2 ∈ CL(E)

∥Z1Z2 ∥ ≤ ∥Z1 ∥ ∥Z2 ∥.

Следовательно, алгебра CL(E) является нормированной.
Известно [3, с. 48], что декартово произведение двух банаховых пространств являет-

ся банаховым пространством. Следовательно, нормированная алгебра CL(E) является
банаховой.

Таким образом, пространство комплексных операторов CL(E) с линейными опера-
циями (1), (2), операцией умножения (3) и любой из норм (4), (5) является некоммута-
тивной банаховой алгеброй с единицей (I, O).

Рассмотрим множество комплексных операторов вида Ω = {Z = (A,O)|A ∈ L(E)}.
Между множествами Ω и L(E) существует взаимно однозначное соответствие

(A,O) ↔ A, ∀A ∈ L(E). (6)

Заметим, что в силу определений (1), (3) и соответствия (6) для любых (A1, O),

(A2, O) ∈ Ω

(A1, O) + (A2, O) = (A1 + A2, O) ↔ A1 + A2,

(A1, O) (A2, O) = (A1A2, O) ↔ A1A2,

то есть комплексные операторы из множества Ω складываются и перемножаются друг
с другом так же, как соответствующие им операторы из L(E). Следовательно, лю-
бой комплексный оператор (A,O) ∈ Ω можно отождествить с соответствующим ему
оператором A ∈ L(E) :

(A,O) = A, ∀A ∈ L(E), (7)

в частности, (O,O) = O, (I, O) = I.

В силу соглашения (7) можно считать, что L(E) ⊂ CL(E), то есть пространство
комплексных операторов является расширением пространства ограниченных линейных
операторов.

Укажем запись комплексных операторов в виде, аналогичном алгебраической форме
комплексных чисел. Любой комплексный оператор Z = (A,B) можно представить в
виде

Z = (A,B) = (A,O) + (O, I) (B,O). (8)

Из равенства (8) видно, что комплексный оператор (O, I) имеет особое значение в
пространстве CL(E). Обозначим (O, I) символом I и назовем его мнимой комплексной
единицей. Заметим, что I2 = I · I = (−I, O) = −I. В силу этого равенства допустима
запись I =

√
−I. В силу соглашения (7) формула (8) принимает вид

Z = A+ IB. (9)

Выражение (9) называется алгебраической формой комплексного оператора
Z = (A,B), при этом операторы A и B называются, соответственно, действитель-
ной и мнимой частью комплексного оператора Z (обозначения: ReZ и ImZ). Если
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ImZ = O, то Z = A ∈ L(E) (такие операторы называются действительными). Если
ReZ = O, ImZ ̸= O, то Z = IB (такие операторы называются чисто мнимыми).

Для коммутируемости комплексных операторов Z1 = A1 + IB1, Z2 = A2 + IB2

достаточно, чтобы A1A2 = A2A1, A1B2 = B2A1, B1A2 = A2B1, B1B2 = B2B1.

Сопряженным для комплексного оператора Z = A + IB называется оператор
Z̄ = A− IB, в частности,

Ā = A, ∀A ∈ L(E). (10)

Для любых Z ∈ CL(E), α ∈ R очевидно соотношение

αZ = αZ̄. (11)

Заметим, что ZZ̄ = A2 + B2 + I(−AB + BA), в частности, если AB = BA, то
ZZ̄ = A2 +B2. Для любых Z1, Z2 ∈ CL(E)

Z1 + Z2 = Z̄1 + Z̄2; (12)

Z1Z2 = Z̄1 Z̄2. (13)

Методом математической индукции свойства (12), (13) распространяются на любое
конечное число операторов: для любых Z1, Z2, ... , Zm ∈ CL(E)

m∑
k=1

Zk =
m∑
k=1

Z̄k; (14)

m∏
k=1

Zk =
m∏
k=1

Z̄k. (15)

Обратным оператором для комплексного оператора Z = A+IB ∈ CL(E) называется
комплексный оператор Z −1 ∈ CL(E), обладающий следующими свойствами:

Z Z −1 = I, Z −1Z = I. (16)

З а м е ч а н и е 1. Если F ∈ L(E), H ∈ GL(E) и FH = HF, то FH−1 = H−1F.

Теорема 1. Пусть комплексный оператор Z = A+IB удовлетворяет следующим
условиям:

AB = BA; (17)

A2 +B2 ∈ GL(E). (18)

Тогда существует обратный оператор Z−1 и справедлива формула

Z−1 = A (A2 +B2)− 1 − IB (A2 +B2)− 1. (19)



О БАНАХОВОЙ АЛГЕБРЕ КОМПЛЕКСНЫХ ОПЕРАТОРОВ 817

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия (17) операторы A и B коммутируют с
оператором H = A2 +B2. Следовательно, в силу замечания 1,

(A2 +B2)− 1A = A (A2 +B2)− 1; (A2 +B2)− 1B = B (A2 +B2)− 1. (20)

Используя операцию умножения (3), условие (17) и соотношения (20), проверим
выполнимость равенств (16):

Z Z −1 = A2 (A2 +B2)− 1 +B2 (A2 +B2)− 1+

+I [−AB (A2 +B2)− 1 +BA (A2 +B2)− 1] = (A2 +B2) (A2 +B2)− 1+

+I [(−AB +BA) (A2 +B2)− 1] = I + IO = I;

Z −1Z = A (A2 +B2)− 1A+B (A2 +B2)− 1B+

+I [A (A2 +B2)− 1B −B (A2 +B2)− 1A] = A2 (A2 +B2)− 1 +B2 (A2 +B2)− 1+

+I [AB (A2 +B2)− 1 −BA (A2 +B2)− 1] = (A2 +B2) (A2 +B2)− 1+

+I [(AB −BA) (A2 +B2)− 1] = I + IO = I.

Равенства (16) выполняются. Теорема 1 доказана.

Следствие 1. При выполнении условий (17), (18) сопряженный оператор
Z̄ = A− IB имеет обратный

Z̄−1 = A (A2 +B2)− 1 + IB (A2 +B2)− 1. (21)

В силу соотношений (19), (21) справедливо равенство Z̄−1 = Z−1.

Изложим некоторые факты из теории нормированных пространств применительно
к пространству CL(E) = [L(E)]2, при этом используем тот факт, что сходимость по нор-
ме декартова произведения нормированных пространств равносильна покоординатной
сходимости.

Рассмотрим последовательность Zn = Xn + IYn, n ∈ N, элементов из пространства
CL(E). Пусть Q = A+ IB ∈ CL(E). Тогда

∃ lim
n→∞

Zn = Q ⇔ ( ∃ lim
n→∞

Xn = A ) ∧ (∃ lim
n→∞

Yn = B ),

то есть вопрос о сходимости последовательности элементов из пространства CL(E) сво-
дится к вопросу о сходимости двух последовательностей элементов из пространства
L(E).

Рассмотрим ряд с членами Zn = Xn + IYn, n ∈ N, из пространства CL(E). Тогда

ряд
∞∑
n=1

Zn сходится к S = S(1) + IS(2) ⇔ ряд
∞∑
n=1

Xn сходится к S(1) и ряд
∞∑
n=1

Yn

сходится к S(2), то есть вопрос о сходимости ряда с членами из пространства CL(E)

сводится к вопросу о сходимости двух рядов с членами их пространства L(E).
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Рассмотрим функцию W = f(Z) = U(X, Y ) + IV (X, Y ), где f : D(f) ⊆ CL(E) →
CL(E). Пусть Z0 = X0 + IY0 – предельная точка множества D(f), Q = A+ IB. Тогда

∃ lim
Z→Z0

f(Z) = Q ⇔ (∃ lim
X → X0

Y → Y0

U(X,Y ) = A ) ∧ ( lim
X → X0

Y → Y0

V (X,Y ) = B ).

Непрерывность функции f(Z) в данной точке Z0 ∈ D(f) (на данном множестве
M ⊆ D(f)) равносильна непрерывности ее действительной и мнимой частей в этой
точке (на этом множестве).

Пусть Z0 – внутренняя точка множества D(f). Функция W = f(Z) называется
дифференцируемой в точке Z0, если ∃ Ψ ∈ CL(E), ∃ Oδ(Z0) | ∀H ∈ D(f) : Z0 +H ∈
Oδ(Z0) выполняется: f(Z0 +H)− f(Z0) = ΨH + ω(H), где ∥ω(H) ∥ = o ( | |H|| ) при
H → O, при этом Ψ называется производной функции f(Z) в точке Z0 : f ′(Z0) = Ψ.

Как и в теории функций комплексного переменного, под аналитичностью функции
f(Z) в точке Z0 понимается ее дифференцируемость в некоторой окрестности этой
точки; под аналитичностью на открытом множестве D ⊆ D(f) – ее аналитичность в
каждой точке этого множества.

Укажем одно приложение комплексных операторов. Рассмотрим в банаховом про-
странстве E уравнение

u(n) + A1 u
(n−1) + ...+ An−1 u

′ + An u = f(t), 0 ≤ t < ∞, (22)

где Ai ∈ L(E), 1 ≤ i ≤ n ; f(t) ∈ C ( [0,∞);E ) .

Известно [6], что общее решение уравнения (22) имеет вид u = u0,0 + u∗, где u0,0 –
общее решение соответствующего однородного уравнения

u(n) + A1 u
(n−1) + ...+ An−1 u

′ + An u = 0, 0 ≤ t < ∞; (23)

u∗ – некоторое частное решение неоднородного уравнения (22).
Рассмотрим для (23) характеристическое операторное уравнение

P (Λ) = O, (24)

где
P (Λ) = Λn + A1 Λ

n−1 + ...+ An−1 Λ + An− (25)

характеристический операторный многочлен уравнения (23). Задача о нахождении u∗

решена: в случае, когда правая часть f(t) уравнения (22) имеет общий вид, u∗ найдено
методом вариации произвольных постоянных в работе [6]; в случае, когда f(t) имеет
специальный вид, u∗ получено методом неопределенных коэффициентов в работе [7].
Вид u0,0 определяется видом корней уравнения (24). Общее решение u0,0 найдено в
работе [6] в случае, когда уравнение (24) имеет n различных корней Λ1, Λ2, ... , Λn ∈
L(E) ; в работе [8] в случае, когда уравнение (24) имеет p корней Λ1, Λ2, ... , Λp ∈ L(E)

с кратностями соответственно r 1, r 2, ... , rp ( r 1 + r 2 + ... + rp = n), при этом при
построении u0,0 была использована операторная экспонента

eAt =
∞∑

k=0

tkAk

k !
, A ∈ L(E), (26)
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для которой, как известно [9, c. 41],

(eAt)′ = AeAt. (27)

Пусть среди корней многочлена P (Λ) (то есть среди корней уравнения (24)) имеется
хотя бы один комплексный оператор. В целях ясности дальнейшего изложения напом-
ним два понятия из работы [8]: формальной производной m -го порядка многочлена
P (Λ) называется операторное выражение, получаемое из P (Λ) путем его формаль-
ного дифференцирования по Λ по обычным правилам дифференцирования функций
вещественной переменной; при 0 ≤ m ≤ n справедлива формула

P (m)(Λ) = m!
n−m∑
k=0

Cm
n− k Ak Λ

n−m−k, (28)

где A0 = I (в частности, P (0)(Λ) = P (Λ)) ; оператор Λ0 ∈ CL(E) (в частности, оператор
Λ0 ∈ L(E)) называется корнем кратности r многочлена P (Λ), если

P (m)(Λ0) = O, 0 ≤ m ≤ r − 1; (29)

P (r)(Λ0) ̸= O. (30)

Лемма 1. Пусть комплексный оператор Λ0 = A0 + IB0 является корнем крат-
ности r многочлена P (Λ). Тогда сопряженный ему оператор Λ̄0 = A0 − IB0 также
является корнем кратности r многочлена P (Λ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию леммы 1 выполняются соотношения (29), (30).
Следовательно, P (m)(Λ0) = Ō, 0 ≤ m ≤ r − 1 ; P (r)(Λ0) ̸= Ō . Учитывая вид P (Λ0),

P (m)(Λ0) (см. формулы (25), (28)) а также соотношения (10), (11), (14), (15), получаем:
P (m)(Λ̄0) = O, 0 ≤ m ≤ r − 1 ; P (r)(Λ̄0) ̸= O, а это означает, по определению, что Λ̄0

является корнем кратности r многочлена P (Λ). Лемма 1 доказана.
Доказанная лемма позволяет лучше представить структуру характеристических

операторов уравнения (23).
Пусть уравнение (24) имеет p действительных операторных корней Λ1, Λ2, ... , Λp

(то есть Λi ∈ L(E), 1 ≤ i ≤ p) с кратностями соответственно r 1, r 2, ... , rp и q пар
комплексно сопряженных операторных корней Z1 = F1 + IB1, Z̄1 = F1 − IB1, Z2 =

F2+IB2, Z̄2 = F2−IB2, ... , Zq = Fq+IBq, Z̄q = Fq−IBq с кратностями соответственно
s 1, s 2, ... , sq, при этом r 1+ r 2+ ... + rp+2(s 1+ s 2+ ... + sq) = n. Известно [10], что в
этом случае при построении общего решения уравнения (23) приходится наряду с (26)
рассматривать операторную экспоненту с комплексным оператором Z = A+ IB :

eZt = e(A+IB)t = eAt (cosBt+ I sinBt) , (31)

где eAt определяется формулой (26),

cosBt =
∞∑

k=0

(−1)kt2kB2k

(2k) !
; sinBt =

∞∑
k=0

(−1)kt2k+1B2k+1

(2k + 1) !
.
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Заметим, что
(cosBt)′ = −B sinBt; (32)

(sinBt)′ = B cosBt. (33)

Покажем, что для производной функции eZt имеет место аналог формулы (27).
Для этого установим вначале одно вспомогательное утверждение. Рассмотрим функцию
F : [0,∞) → CL(E), F (t) = µ(t) + Iν(t), где µ, ν : [0,∞) → L(E).

Лемма 2. Если действительная и мнимая части функции F (t) дифференцируемы
на полуоси [0,∞), то F (t) дифференцируема на [0,∞) и справедлива формула

F ′(t) = µ′(t) + Iν ′(t). (34)

Утверждение леммы 2 справедливо в силу равенства CL(E) = [L(E)]2 и того фак-
та, что производная функции определяется с помощью предельного перехода, а пре-
дельный переход в декартовом произведении нормированных пространств равносилен
покоординатному предельному переходу.

Действительная и мнимая части операторной экспоненты (31) дифференцируемы на
[0,∞). Следовательно, в силу леммы 2, эта экспонента дифференцируема на [0,∞).

Теорема 2. Пусть
AB = BA. (35)

Тогда
(eZt)′ = Z eZt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя формулу (34), получаем равенство

(eZt)′ = (eAt cosBt)′ + I (eAt sinBt)′.

Применяя правило дифференцирования композиции операторных функций, а также
формулы (27), (32), (33), имеем:

(eAt cosBt)′ = AeAt cosBt− eAtB sinBt;

(eAt sinBt)′ = AeAt sinBt+ eAtB cosBt.

Тогда
(eZt)′ = eAt[A cosBt−B sinBt+ I (A sinBt+B cosBt)].

Заметим, что

A cosBt−B sinBt+ I (A sinBt+B cosBt) = (A+ IB) (cosBt+ I sinBt).

Следовательно,
(eZt)′ = eAt(A+ IB) (cosBt+ I sinBt).

В силу условия (35)
eAt(A+ IB) = (A+ IB) eAt.

Тогда
(eZt)′ = (A+ IB) eAt (cosBt+ I sinBt) = Z eZt.

Теорема 2 доказана.
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2. Основные результаты

При изучении линейных дифференциальных уравнений с неограниченными опе-
раторными коэффициентами в банаховом пространстве E возникает задача изуче-
ния множества комплексных операторов вида CN(E) = {Z = A+ IB|A,B ∈ N(E)}, где
N(E) – множество замкнутых неограниченных линейных операторов, действующих из
E в E, с плотными в E областями определения. В этом случае CN(E) = [N(E)]2, где
[N(E)]2 = N(E)×N(E) – декартов квадрат множества N(E).
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